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什么是齐次线性方程组？


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,
...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0.

(1)

定义
一个形如 Ax = 0 的线性方程组称为齐次线性方程组，其中：

A 是 m × n 的系数矩阵；
x 是 n 维未知向量；
右端是零向量：0 ∈ Rm。

显然，Ax = 0 总有一个解 x = 0（称为零解）。
那么：什么情况下会存在非零解呢？
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非零解的存在条件（一）

设矩阵 A = (α1, . . . ,αn) ∈ Rm×n，下列命题等价：

1 齐次线性方程组 Ax = 0 有非零解；
2 向量组 α1, . . . ,αn 线性相关；
3 rank(A) < n

证明：(1) ⇒ (2)：
若 Ax = 0 有非零解 x = (k1, . . . , kn)T ̸= 0，则

Ax = (α1, . . . ,αn)(x1, . . . , xn)
T = k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn = 0

这正是向量组 α1, . . . ,αn 的线性相关定义：存在不全为零的系数使线性
组合为零。
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非零解的存在条件（二）

(2) ⇒ (3)：
若 α1, . . . ,αn 线性相关，则其中至少有一个向量可以被其他向量线性表
示，也就是说线性无关的向量个数最多是 n − 1，故 rank(A) 最大取值
是 n − 1，因此

rank(A) < n

(3) ⇒ (1)：
若 rank(A) = r < n，说明有 n − r > 0 个自由变量。
因此齐次方程组有无穷多解，可以令自由变量取非零值得到非零解。

⇒ Ax = 0 有非零解

Ax = 0 有非零解 ⇐⇒ α1, . . . ,αn 线性相关 ⇐⇒ rank(A) < n
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齐次线性方程组解的性质

解的性质：
Ax = 0 的解向量的线性组合仍为 Ax = 0 的解。

证 设 α1,α2, . . . ,αt 为 Ax = 0 的解向量，则

A(k1α1 + k2α2 + · · ·+ ktαt) = A(k1α1) + A(k2α2) + · · ·+ A(ktαt)

= k1Aα1 + k2Aα2 + · · ·+ ktAαt

= k10+ k20+ · · ·+ kt0 = 0.

所以，k1α1 + k2α2 + · · ·+ ktαt 仍为 Ax = 0 的解。

结论
齐次线性方程组 Ax = 0 的所有解构成 Rn 中的一个解空间（线性子空
间）：

W = {X ∈ Rn|Ax = 0}
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解空间的基础解系

Ax = 0 的基础解系：即 W 的一组基底。

基础解系的性质
对于齐次线性方程组 Ax = 0, 若
1◦ α1,α2, . . . ,αt(t<n) 线性无关；
2◦ Ax = 0 的任一解向量均可由 α1,α2, . . . ,αt 线性表示，
则 α1,α2, . . . ,αt 为 Ax = 0 的基础解系。
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定理 1 及证明

定理 1
设 rank(A) = r < n，则 Ax = 0 有基础解系，且所含向量个数为 n − r，
即 dim W = n − r，这里 n 为方程组未知数个数。

证明：不妨设 A 的前 r 列向量线性无关，对 A 进行初等行变换化为行
阶梯形矩阵：

A 初等行变换−−−−−−→ B =


1 · · · 0 b11 · · · b1,n−r
... . . . ... ... . . . ...
0 · · · 1 br1 · · · br,n−r

0 行


从而 Ax = 0 的同解方程组变为：

x1 = −b11xr+1 − · · · − b1,nxn
...
xr = −br1xr+1 − · · · − br,nxn

(2)
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定理 1 的证明（二）

下面构造一组基础解系。将 xr+1, . . . , xn 分别取值：
xr+1

xr+2
...

xn

 =


1
0
...
0

 ,


0
1
...
0

 , . . . ,


0
0
...
1

 ⇒

依次得到

x1
...
xr

 =

−b11
...

−br1

 ,

−b12
...

−br2

 , . . . ,

−b1,n−r
...

−br,n−r


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定理 1 的证明（三）

我们从而可以构造出一组向量：

b1 =



−b11
...

−br1
1
0
...
0


, b2 =



−b12
...

−br2
0
1
...
0


, . . . , bn−r =



−b1,n−r
...

−br,n−r
0
0
...
1



可以证明：
b1, . . . , bn−r 线性无关
任意 Ax = 0 的解都可以由它们线性表示

因此：b1, . . . , bn−r 构成一组基础解系，维数为 n − r, 即 dim W = n − r.
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例子

例 1：解齐次线性方程组 Ax = 0，其中

A =

1 2 1
0 1 1
1 3 2



解：对系数矩阵 A 行化简后得到行阶梯型矩阵：

B =

1 2 1
0 1 1
0 0 0

 ⇒

{
x2 + x3 = 0

x1 + 2x2 + x3 = 0
⇒

{
x2 = −x3
x1 = x3

构造基础解系：

令x3 = t ∈ R ⇒


x1 = t
x2 = −t
x3 = t

⇒ x = t

 1
−1
1

 �

其中 (1,−1, 1)T 为基础解系。
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小结

通过本节课程，我们学会了
齐次线性方程组的定义
齐次线性方程组非零解的存在性条件
求解齐次线性方程组的非零解（构造基础解系）
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